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二阶矩阵环的交换图的自同构
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摘　要：设Γ（Ｍ）为有限域上二阶矩阵环的交换图，通过构造Γ（Ｍ）的压缩图并研究两图的自同构群之间的关
系，完全刻画出Γ（Ｍ）的所有自同构。
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　　近年来，很多学者致力于研究两个同构的交换
图所对应的非交换环之间的关系及交换图的参数问

题 ［１－８］。与此同时，我们注意到关于图的自同构

问题的研究已取得很多成果，例如强正则图、广义

正交图、循环图、零因子图、Ｃａｙｌｅｙ图等图的自同
构的刻画［９－１３］，但对于交换图的自同构问题的研

究却较为滞后。到目前为止，我们仅仅搜索到两篇

论文研究有限群的交换图的自同构［１４－１５］，且目前

还没有公开发表的完全刻画非交换环的交换图的自

同构群的论文，而研究交换图的自同构群有助于研

究代数系统上保交换的非线性映射。基于此，本文

致力于研究有限域上二阶矩阵环的交换图 Γ（Ｍ）
的自同构群，并将其完全刻画出来。

１　预备知识
本文讨论的图均为简单图。对图 Γ，通常用

Ｖ（Γ）表示 Γ的顶点集。对顶点 ｘ∈ Ｖ（Γ），用
Ｎ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｖ（Γ）｜ｙ与ｘ邻接｝表示ｘ在Γ中的
邻集。设Ａ Ｖ（Γ），若 Ａ 中的任意两个不同的
顶点在Γ中均邻接，则称Ａ为Γ的一个团；若Ａ
中的任意两个不同的顶点在图 Γ中均不邻接，则
称Ａ 为Γ的一个独立集。若 Ｖ（Γ）上一个双射 σ
保持Γ顶点间的邻接关系 （即ｘ与ｙ邻接当且仅当
σ（ｘ）与σ（ｙ）邻接），则称σ为Γ的一个自同构。
Γ的所有自同构形成的群称为 Γ的自同构群，记
为Ａｕｔ（Γ）。设ｎ为正整数，记 Ｓｎ为 ｎ次对称群。
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设Ｂ为一个集合，｜Ｂ｜表示Ｂ的基数，ＳＢ表示Ｂ
上的置换群。

设Ｒ为非交换环，其中心记为 Ｚ（Ｒ）。Ｒ的交
换图Γ（Ｒ）（见文献 ［１］）是指以 Ｒ＼Ｚ（Ｒ）为顶
点集，两个顶点ｘ与ｙ邻接当且仅当ｘ≠ｙ且ｘｙ＝
ｙｘ。对ｘ∈Ｒ，记ｘ的中心化子为Ｃ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｒ｜
ｘｙ＝ｙｘ｝。在 Ｒ中规定关系 ～：ｘ～ｙ当且仅当
Ｃ（ｘ）＝Ｃ（ｙ）。显然 ～是Ｒ上的等价关系，则该等
价关系决定了Ｒ的一个分类，不妨设Ｒ＝Ｚ（Ｒ）∪
（∪ｋ

ｉ＝１［ａｉ］），其中ａｉＺ（Ｒ），［ａｉ］＝｛ｂ∈Ｒ｜ｂ～
ａｉ｝＝｛ｂ∈ Ｒ｜Ｃ（ｂ）＝Ｃ（ａｉ）｝。故 Ｒ的交换图
Γ（Ｒ）的顶点集有如下分类Ｖ（Γ（Ｒ））＝Ｒ＼Ｚ（Ｒ）
＝∪ｋ

ｉ＝１［ａｉ］。易证对任意的 ［ａｉ］，［ａｊ］∈∪
ｋ
ｉ＝１［ａｉ］

及ａｓ∈［ａｉ］，ａｔ∈［ａｊ］，均有ａｉａｊ＝ａｊａｉ当且仅当
ａｓａｔ＝ａｔａｓ。令ΓＥ（Ｒ）为以｛［ａ１］，［ａ２］，…，［ａｋ］｝
为顶点集，两个不同顶点［ａｉ］与［ａｊ］相邻接当且
仅当ａｉａｊ＝ａｊａｉ，并称ΓＥ（Ｒ）为Γ（Ｒ）的压缩图。

设Ｆ是含 ｑ个元素的有限域，Ｆ ＝Ｆ＼｛０｝，
Ｍ２（Ｆ）为 Ｆ上的所有二阶矩阵构成的环，Ｅｉｊ为
Ｍ２（Ｆ）中（ｉ，ｊ）元为 １其余元为 ０的矩阵单位，Ｉ
为Ｍ２（Ｆ）的单位阵，则环 Ｍ２（Ｆ）的中心为 Ｚ＝
｛ａＩ｜ａ∈Ｆ｝。对Ａ∈Ｍ２（Ｆ），记Ｆ［Ａ］为域Ｆ上的
关于Ａ的多项式全体。简记 Γ（Ｍ）为 Ｍ２（Ｆ）的交
换图，即以Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ为顶点集，两个不相同的顶
点Ａ与Ｂ相邻接当且仅当ＡＢ＝ＢＡ。本节主要研究
Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ中矩阵的中心化子，为研究Γ（Ｍ）及其
压缩图ΓＥ（Ｍ）的结构及其自同构群做准备。

引理１　设Ａ，Ｂ∈Ｍ２（Ｆ），则
（ｉ）Ｆ［Ａ］＝｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ，ｂ∈Ｆ｝，
（ｉｉ）Ｆ［Ａ］＝Ｆ［Ｂ］当且仅当存在ａ∈Ｆ，ｂ∈

Ｆ使得Ａ＝ａＢ＋ｂＩ。
证明　
（ｉ）通过直接计算，易证对任意的Ａ∈Ｍ２（Ｆ）

均存在ａ，ｂ∈Ｆ使得 Ａ２ ＝ａＡ＋ｂＩ，进而 Ｆ［Ａ］＝
｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ，ｂ∈Ｆ｝。

（ｉｉ）“”若Ａ＝ａＢ＋ｂＩ，其中ａ∈Ｆ，ｂ∈
Ｆ，则由 （ｉ）可得

Ｆ［Ａ］＝｛ｃＡ＋ｄＩ｜ｃ，ｄ∈Ｆ｝＝
｛ａｃＢ＋（ｂｃ＋ｄ）Ｉ｜ｃ，ｄ∈Ｆ｝Ｆ［Ｂ］，
Ｆ［Ｂ］＝｛ｃＢ＋ｄＩ｜ｃ，ｄ∈Ｆ｝＝

｛ａ－１ｃＡ＋（ｄ－ａ－１ｂｃ）Ｉ｜ｃ，ｄ∈Ｆ｝Ｆ［Ａ］
故Ｆ［Ａ］＝Ｆ［Ｂ］。

“”若Ｆ［Ａ］＝Ｆ［Ｂ］，则存在ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｆ
使得Ａ＝ａＢ＋ｂＩ，Ｂ＝ｃＡ＋ｄＩ。从而Ａ＝ａｃＡ＋（ａｄ
－ｂ）Ｉ，Ｂ＝ａｃＢ＋（ｂｃ＋ｄ）Ｉ，进而

（１－ａｃ）Ａ＝（ａｄ－ｂ）Ｉ
（１－ａｃ）Ｂ＝（ｂｃ＋ｄ）{ Ｉ

（１）

若ＡＺ或者ＢＺ，则由（１）式可知ａｃ＝１，进而ａ
∈Ｆ，Ａ＝ａＢ＋ｂＩ。若Ａ，Ｂ∈Ｚ，则显然有Ａ＝Ｂ＋
（Ａ－Ｂ＋Ｉ），Ｂ＝Ａ＋（Ｂ－Ａ＋Ｉ）满足条件。证毕。

引理２　设Ａ∈Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ，则Ｃ（Ａ）＝Ｆ［Ａ］，
Ｃ（Ａ）＼Ｚ＝｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ｝。

证明　一方面，对任意的 Ａ∈ Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ，显
然有Ａ∈Ｃ（Ａ），从而Ｆ［Ａ］Ｃ（Ａ）。另一方面，对
任意的Ｂ∈Ｃ（Ａ）＼Ｚ，假设Ａ的（１，１）元为ａ１，Ｂ

的 （１，１）元为ｂ１，设Ａ－ａ１Ｉ＝
０ ａ２
ａ３ ａ( )

４

，Ｂ－ｂ１Ｉ＝

０ ｂ２
ｂ３ ｂ( )

４

。由ＡＢ＝ＢＡ可知Ａ－ａ１Ｉ与Ｂ－ｂ１Ｉ可换，

故

ａ２ｂ３ ａ２ｂ４
ａ４ｂ３ ａ３ｂ２＋ａ４ｂ( )

４

＝
ｂ２ａ３ ｂ２ａ４
ｂ４ａ３ ｂ３ａ２＋ｂ４ａ( )

４

，

从而

ａ２ｂ３ ＝ｂ２ａ３
ａ２ｂ４ ＝ｂ２ａ４
ａ４ｂ３ ＝ｂ４ａ

{
３

（２）

由 （２）式可知，对任意的２≤ｉ，ｊ≤４均有ａｉｂｊ＝
ｂｉａｊ，进而

ｂｉ（Ａ－ａ１Ｉ）＝
０ ｂｉａ２
ｂｉａ３ ｂｉａ( )

４

＝

０ ａｉｂ２
ａｉｂ３ ａｉｂ( )

４

＝ａｉ（Ｂ－ｂ１Ｉ） （３）

由于Ａ，ＢＺ，故 Ａ－ａ１Ｉ，Ｂ－ｂ１Ｉ均不是零矩阵，
故存在２≤ ｉ０≤４使得 ａｉ０≠０，结合（３）式可知，
ｂｉ０≠０，ｂｉ０（Ａ－ａ１Ｉ）＝ａｉ０（Ｂ－ｂ１Ｉ），且Ｂ＝ａ

－１
ｉ０ｂｉ０Ａ＋

（ｂ１－ａ
－１
ｉ０ｂｉ０ａ１）Ｉ。令ａ＝ａ

－１
ｉ０ｂｉ０，ｂ＝ｂ１－ａ

－１
ｉ０ｂｉ０ａ１，则

ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ，Ｂ＝ａＡ＋ｂＩ，即
Ｃ（Ａ）＼Ｚ＝｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ｝，
Ｃ（Ａ）＝｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ｝∪
Ｚ＝｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ，ｂ∈Ｆ｝＝Ｆ［Ａ］

证毕。

２　主要结论
本节构造了 Γ（Ｍ）的压缩图 ΓＥ（Ｍ），通过研

究 ΓＥ（Ｍ） 的 自 同 构 群 及 Ａｕｔ（Γ（Ｍ）） 与
Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））之间的关系，刻画了 Γ（Ｍ）的自同
构群。

下面给出 Γ（Ｍ）的压缩图。在给定的非交换

０４
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环Ｍ２（Ｆ）中规定关系 ～：Ａ～Ｂ当且仅当Ｃ（Ａ）＝
Ｃ（Ｂ）。则Γ（Ｍ）的顶点集有如下分类

Ｖ（Γ（Ｍ））＝Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ＝∪
ｋ
ｉ＝１［Ａｉ］ （４）

其中ＡｉＺ，［Ａｉ］＝｛Ｂ∈Ｍ２（Ｆ）｜Ｂ～Ａｉ｝＝｛Ｂ
∈ Ｍ２（Ｆ）｜Ｃ（Ｂ）＝Ｃ（Ａｉ）｝＝｛ａＡｉ＋ｂＩ｜ａ∈Ｆ，
ｂ∈Ｆ｝。对每一个Ａｉ均有｜［Ａｉ］｜＝｜｛ａＡｉ＋ｂＩ｜ａ
∈Ｆ，ｂ∈Ｆ｝｜＝ｑ（ｑ－１），且｜Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ｜＝ｑ

４

－ｑ，故 （４）式右端为ｋ＝ ｑ４－ｑ
ｑ（ｑ－１）＝ｑ

２＋ｑ＋１个

非空集合的并。事实上，

Ｖ（Γ（Ｍ））＝
｛［Ｅ１１＋ａＥ１２］，［Ｅ２１＋ａＥ２２］，［Ｅ１２＋ａＥ２２］，
［Ｅ１１＋ｂＥ１２＋ｃＥ２１］｜ａ∈Ｆ，ｂ，ｃ∈Ｆ｝

故Γ（Ｍ）的压缩图ΓＥ（Ｍ）以｛［Ａｉ］｜ｉ＝１，２，…，
ｑ２＋ｑ＋１｝为顶点集，两个不相同的顶点 ［Ａｉ］与
［Ａｊ］相邻接当且仅当ＡｉＡｊ＝ＡｊＡｉ。

引理３　设Ａ，Ｂ∈Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ，则ＡＢ＝ＢＡ当
且仅当［Ａ］＝［Ｂ］。

证明　若ＡＢ＝ＢＡ，则由引理２可得，
Ｂ∈Ｃ（Ａ）＼Ｚ＝｛ａＡ＋ｂＩ｜ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ｝

故存在ａ０∈Ｆ，ｂ０∈Ｆ使得 Ｂ＝ａ０Ａ＋ｂ０Ｉ，进而
Ｃ（Ｂ）＝Ｃ（ａ０Ａ＋ｂ０Ｉ）＝Ｃ（Ａ），从而［Ａ］＝［Ｂ］。
反之，若 ［Ａ］＝［Ｂ］，则 Ｃ（Ａ）＝Ｃ（Ｂ），进而
Ｆ［Ａ］＝Ｆ［Ｂ］，再由引理１可知存在ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ
使得Ｂ＝ａＡ＋ｂＩ，故ＡＢ＝ＢＡ。证毕。

接下来讨论ΓＥ（Ｍ）的结构及其自同构群，然
后再回到Γ（Ｍ）来讨论Γ（Ｍ）的自同构群。

引理 ４　ΓＥ（Ｍ）为顶点数为ｑ
２＋ｑ＋１的独立

集，且Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））Ｓｑ２＋ｑ＋１。
证明　由ΓＥ（Ｍ）的定义可知，

Ｖ（ΓＥ（Ｍ））＝｛［Ａｉ］｜ｉ＝１，２，…，ｑ
２＋ｑ＋１｝

若ΓＥ（Ｍ）有一条边从顶点 ［Ａｉ］到顶点 ［Ａｊ］，则
ＡｉＡｊ＝ＡｊＡｉ。由引理３可知 ［Ａｉ］＝［Ａｊ］，矛盾。故
ΓＥ（Ｍ）中没有边，其为独立集。从而 Ｖ（ΓＥ（Ｍ））
的任一置换均为ΓＥ（Ｍ）的自同构，故Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））
Ｓｑ２＋ｑ＋１。证毕。

下述引理讨论了Γ（Ｍ）的具体结构，其结论和
文献 ［１］的定理 ２一致，但该引理明确给出了
Γ（Ｍ）的ｑ２＋ｑ＋１个团。

引理５　Γ（Ｍ）为 ｑ２＋ｑ＋１个团的不交并，
且每个团的大小为ｑ（ｑ－１）。

证明　由于 Γ（Ｍ）的顶点集为 Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ＝

∪ｑ２＋ｑ＋１
ｉ＝１ ［Ａｉ］。由引理 ３可知，对任意 Ａ，Ｂ∈

Ｍ２（Ｆ）＼Ｚ，ＡＢ ＝ＢＡ当且仅当 ［Ａ］＝［Ｂ］，即
Γ（Ｍ）中两个不相同的顶点Ａ与Ｂ相邻接当且仅当

［Ａ］＝［Ｂ］。从而每一个 ［Ａｉ］均为 Γ（Ｍ）的团，
且任意两个不同的团 ［Ａｉ］与 ［Ａｊ］不相交，故

Γ（Ｍ）为ｑ２＋ｑ＋１个团的不交并，且每个团的大小
为｜［Ａｉ］｜＝ｑ（ｑ－１）。证毕。

引理６　对任意的σ∈Ａｕｔ（Γ（Ｍ）），１≤ｉ，ｊ≤
ｑ２＋ｑ＋１，若存在Ａ∈［Ａｉ］使得σ（Ａ）∈［Ａｊ］，则
σ（［Ａｉ］）＝［Ａｊ］。

证明　设Ｂ∈［Ａｉ］且Ｂ≠Ａ，则［Ｂ］＝［Ａｉ］＝
［Ａ］。由引理３得ＡＢ＝ＢＡ，从而在Γ（Ｍ）中Ａ和Ｂ
邻接，进而σ（Ａ）和σ（Ｂ）邻接，故σ（Ａ）σ（Ｂ）＝
σ（Ｂ）σ（Ａ）。由引理３可得［σ（Ｂ）］＝［σ（Ａ）］＝
［Ａｊ］，即σ（Ｂ）∈［Ａｊ］。从而σ（［Ａｉ］）［Ａｊ］。由
｜［Ａｉ］｜＝ｑ（ｑ－１）＝｜［Ａｊ］｜且 σ为双射可知
σ（［Ａｉ］）＝［Ａｊ］。证毕。

对任意的 ［Ａｉ］，１≤ ｉ≤ ｑ
２＋ｑ＋１，令 σｉ为

Ｖ（Γ（Ｍ））上的双射，满足σｉ（［Ａｉ］）＝［Ａｉ］，且当
Ｂ∈Ｖ（Γ（Ｍ））＼［Ａｉ］时有σｉ（Ｂ）＝Ｂ，即σｉ置换
了团［Ａｉ］内的顶点，同时稳定［Ａｉ］外的顶点。显
然σｉ为Γ（Ｍ）的自同构，令Σｉ＝｛σｉ｜σｉ（［Ａｉ］）＝
［Ａｉ］，σｉ（Ｂ）＝Ｂ，Ｂ∈ Ｖ（Γ（Ｍ））＼［Ａｉ］｝，则 Σｉ为
Ａｕｔ（Γ（Ｍ））的子群，且Σｉ Ｓ［Ａｉ］ Ｓｑ（ｑ－１）。接下
来研究Ａｕｔ（Γ（Ｍ））与Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））之间的关系。

定理１　Ａｕｔ（Γ（Ｍ））∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
ΣｉＡｕｔ（ΓＥ（Ｍ））。

证明　显然，有：
Ｖ（Γ（Ｍ））＝∪ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１ ［Ａｉ］，
Ｖ（ΓＥ（Ｍ））＝｛［Ａｉ］｜ｉ＝１，２，…，ｑ

２＋ｑ＋１｝
以下分三个步骤来证明本定理。

第一步：证明每一个σ∈ Ａｕｔ（Γ（Ｍ））均诱导
一个σ′∈Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））。

对任意σ∈Ａｕｔ（Γ（Ｍ）），令σ′为Ｖ（ΓＥ（Ｍ））
上的映射，且σ′（［Ａｉ］）＝σ（［Ａｉ］），ｉ＝１，２，…，
ｑ２＋ｑ＋１，下面分四步证明σ′∈Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））。

（ｉ）σ′有意义。由σ为Ｖ（Γ（Ｍ））上的双射可
知，对任意Ａｉ有σ（Ａｉ）∈Ｖ（Γ（Ｍ））＝∪

ｑ２＋ｑ＋１
ｉ＝１ ［Ａｉ］，

故存在唯一的 １≤ ｊ≤ ｑ２＋ｑ＋１使得 σ（Ａｉ）∈
［Ａｊ］。又由引理 ６可知 σ′（［Ａｉ］）＝σ（［Ａｉ］）＝
［Ａｊ］∈Ｖ（ΓＥ（Ｍ）），故σ′有意义。

（ｉｉ）σ′是单射。若σ′（［Ａｉ］）＝σ′（［Ａｊ］），则
σ（［Ａｉ］）＝σ（［Ａｊ］），由σ为Ｖ（Γ（Ｍ））的双射可
知［Ａｉ］＝［Ａｊ］，即σ′是Ｖ（ΓＥ（Ｍ））的单射。

（ｉｉｉ）σ′是满射。对任意 ［Ａｊ］，由于 σ为
Ｖ（Γ（Ｍ））上的双射，故存在 ｉ＝１，２，…，ｑ２＋ｑ＋
１，Ａ∈ ［Ａｉ］使得 σ（Ａ）∈ ［Ａｊ］。由引理 ６知
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σ′（［Ａｉ］）＝σ（［Ａｉ］）＝［Ａｊ］，即σ′为满射。
（ｉｖ）σ′为ΓＥ（Ｍ）的自同构。由 （ｉ） －（ｉｉｉ）

可知，σ′为Ｖ（ΓＥ（Ｍ））＝｛［Ａｉ］｜ｉ＝１，２，…，ｑ
２＋

ｑ＋１｝上的双射，由于 ΓＥ（Ｍ）为独立集，故
Ｖ（ΓＥ（Ｍ））上的任意双射均为 ΓＥ（Ｍ）的自同构，
故σ′∈Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））。

第二步：证明φ：Ａｕｔ（Γ（Ｍ）） Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ）），
σ σ′为满同态。

欲证φ为满同态，只需证明φ为满射且为同态
映射，我们分两步进行证明。

（ｖ）φ为满射。注意到对任意的 σ′∈
Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ）），１≤ｉ≤ｑ

２＋ｑ＋１，均有｜［Ａｉ］｜＝
ｑ（ｑ－１）＝｜σ′（［Ａｉ］）｜。可令σ为Ｖ（Γ（Ｍ））上满
足σ（［Ａｉ］）＝σ′（［Ａｉ］），１≤ｉ≤ｑ

２＋ｑ＋１的双射，
下证 σ∈ Ａｕｔ（Γ（Ｍ））。一方面，对任意 Ａ，Ｂ∈
Ｖ（Γ（Ｍ）），若Ａ与Ｂ邻接，则Ａ≠Ｂ且ＡＢ＝ＢＡ，
从而［Ａ］＝［Ｂ］。不妨设［Ａ］＝［Ｂ］＝［Ａｉ］，其中
１≤ｉ≤ｑ２＋ｑ＋１，则存在１≤ｊ≤ｑ２＋ｑ＋１使得
σ（［Ａ］）＝σ′（［Ａ］）＝σ′（［Ａｉ］）＝［Ａｊ］，
σ（［Ｂ］）＝σ′（［Ｂ］）＝σ′（［Ａｉ］）＝［Ａｊ］

故

σ（Ａ）∈σ（［Ａ］）＝［Ａｊ］，σ（Ｂ）∈σ（［Ｂ］）＝［Ａｊ］
而［Ａｊ］＝｛ａＡｊ＋ｂＩ｜ａ∈Ｆ，ｂ∈Ｆ｝中的任意两个
矩阵均可换，故σ（Ａ）和σ（Ｂ）可换。又由Ａ≠ Ｂ
且σ为双射可知 σ（Ａ）≠ σ（Ｂ）。故在 Γ（Ｍ）中
σ（Ａ）和σ（Ｂ）邻接。另一方面，若σ（Ａ）和σ（Ｂ）
在Γ（Ｍ）中邻接，则 σ（Ａ）≠ σ（Ｂ）且 σ（Ａ）和
σ（Ｂ）可换。由 σ（Ａ）≠ σ（Ｂ）和 σ为双射易得 Ａ
≠Ｂ。假设ＡＢ≠ＢＡ，则由引理３可知［Ａ］≠［Ｂ］，
从而［Ａ］和［Ｂ］在独立集ΓＥ（Ｍ）中不邻接，进而
σ′（［Ａ］）和 σ′（［Ｂ］）在 ΓＥ（Ｍ）中不邻接。而
σ（［Ａ］） ＝ σ′（［Ａ］），σ（［Ｂ］） ＝ σ′（［Ｂ］），故
σ（［Ａ］）的任一矩阵与 σ（［Ｂ］）中的矩阵均不可
换，从而σ（Ａ）和σ（Ｂ）不可换，矛盾。故假设不
成立，即 ＡＢ＝ＢＡ。故 σ∈ Ａｕｔ（Γ（Ｍ）），φ为满
射。

（ｖｉ）φ为同态映射。对任意的 σ１，σ２ ∈
Ａｕｔ（Γ（Ｍ）），结合引理６可知，对任意 ［Ａｉ］存在
［Ａｊ］使σ２（［Ａｉ］）＝［Ａｊ］，则
（σ１σ２）（［Ａｉ］）＝σ１（σ２（［Ａｉ］））＝σ１（［Ａｊ］）＝
σ１′（［Ａｊ］）＝σ１′（σ２（［Ａｉ］））＝σ１′σ２′（［Ａｉ］）
又 （σ１σ２）（［Ａｉ］） ＝ （σ１σ２）′（［Ａｉ］）， 从 而

（σ１σ２）′＝σ１′σ２′，即φ为同态映射。
第三步：证明满同态φ的核为

Ｋｅｒ（φ）＝∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ

　　一方面，若φ（σ）＝σ′为Ｖ（ΓＥ（Ｍ））上的恒
等自同构，则对任意的 １≤ ｉ≤ ｑ２＋ｑ＋１均有
σ′（［Ａｉ］）＝［Ａｉ］，即

σ（［Ａｉ］）＝［Ａｉ］，１≤ｉ≤ｑ
２＋ｑ＋１

故σ∈ ∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ，进而Ｋｅｒ（φ） ∏

ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ。

另注意到每一个δ∈ ∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ均为Ｖ（Γ（Ｍ））上

的稳定所有［Ａｉ］（即δ（［Ａｉ］）＝［Ａｉ］）且仅仅置换
［Ａｉ］内部顶点的双射，即 δ为稳定 Γ（Ｍ）的每个
团且仅仅置换团内部顶点的双射，显然 δ∈
Ａｕｔ（Γ（Ｍ））且δ′为 ΓＥ（Ｍ）的恒等自同构，从而

∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
ΣｉＫｅｒ（φ）。故Ｋｅｒ（φ）＝∏

ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ。

综上，Ａｕｔ（Γ（Ｍ））∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））。

证毕。

推论１　Ａｕｔ（Γ（Ｍ））（Ｓｑ（ｑ－１））
ｑ２＋ｑ＋１×Ｓｑ２＋ｑ＋１

　　证明　由定理１可知，

Ａｕｔ（Γ（Ｍ））∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
ΣｉＡｕｔ（ΓＥ（Ｍ））

而对任意的１≤ ｉ≤ ｑ２＋ｑ＋１均有 Σｉ Ｓ［Ａｉ］

Ｓｑ（ｑ－１），从而 ∏
ｑ２＋ｑ＋１

ｉ＝１
Σｉ（Ｓｑ（ｑ－１））

ｑ２＋ｑ＋１。又由引理４可

得Ａｕｔ（ΓＥ（Ｍ））Ｓｑ２＋ｑ＋１。故

Ａｕｔ（Γ（Ｍ））（Ｓｑ（ｑ－１））
ｑ２＋ｑ＋１×Ｓｑ２＋ｑ＋１

证毕。

由推论１立得如下推论。
推论２　

｜Ａｕｔ（Γ（Ｍ））｜＝（ｑ２＋ｑ＋１）！（（ｑ２－ｑ）！）ｑ２＋ｑ＋１

　　设｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｑ２＋ｑ＋１｝＝｛１，２，…，ｑ
２＋ｑ＋１｝，令

δ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｑ２＋ｑ＋１）为 Ｖ（Γ（Ｍ））上 的 双 射，且

δ（［Ａｉ］）＝［Ａｊｉ］，１≤ｉ≤ｑ
２＋ｑ＋１。由引理５易知

δ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｑ２＋ｑ＋１）为Γ（Ｍ）的自同构。令
Δ＝｛δ（ｊ１，ｊ２，…，ｊｑ２＋ｑ＋１）｜｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｑ２＋ｑ＋１｝＝

｛１，２，…，ｑ２＋ｑ＋１｝｝
由推论２立得下述结论。

推论３　Ａｕｔ（Γ（Ｍ））＝Δ
证明　显然ΔＡｕｔ（Γ（Ｍ）），又由
｜Δ｜＝（ｑ２＋ｑ＋１）！（（ｑ２－ｑ）！）ｑ２＋ｑ＋１ ＝

｜Ａｕｔ（Γ（Ｍ））｜
可知，Ａｕｔ（Γ（Ｍ））＝Δ。证毕。

２４
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